Diferencialni pocet (derivace)

Dikazy pouzitych vzorca

Vzorce:
L (e f(2))p=ey = ¢ f'(20)
2. (f(2) £9(2))o=ay, = f'(20) £ g’ (20)
3. (f(2) - 9(2))p=ay = f'(x0) - g(x0) + f(0) - ¢ (20)

. (F@ (o) g(wo) — f(z0) - ¢ (w0)
4 Jeli g(zo) # 0 plati (m) B (w0)

5. (fog)(z0) = (f (g (20)))" = f'(9(0)) - ¢ (20)

6. f:x = f(y) spojitd a ryze monoténn{ na intervalu I, yo vnitini bod intervalu I, jestlize
existuje derivace f'(yo), pak f~!:y = f~!(z), ma v bode o = f(yo) derivaci:

1 1 C
Ly Plw) ~ POy S0 20
(f77) (wo) = +00 jeli f'(yo) =0 a f je na I rostouci
—00 jeli f'(yo) =0a f jena I klesajici

Dukaz:

1. Pfimo z definice derivace funkce a uzitim pravidla pro pocitani s limitami dostavame:

¢ (@) —c- fla) _

(c- F())pogy = lim

T—TQ T — X0

= lim & (f(z) = f(x0)) = lim c- M =
20 T —xQ prae T —
= lim ¢- lim M:C']ﬂ(l‘o)
T—TQ T—TQ €T _170

2. Podobné pro soucet funkef (rozil se dokdze analogicky):

(F(2)+ g(@)),_, = tim L2 F9@) = (F(zo) +9(w0)) _

) x — X
~ fim f(x) +g(x) — f(zo) —g(x0) _
T—TQ T — X0
~ lim f(x) = f(xo) +9(x) —g(x0)) _
T—xQ T — X0
. f(x) = f(xo) | g(x) —g(wo)\ _
Ilgrzlo< T — o + T — X0 >_
= Jim —f(m; — iéwo) + lim —g(xi — ggc(()x(]) = f'(x0) + ¢ (x0)



3. Zde taky vyuzijeme, ze z existence vlastni derivace v bodé xg plyne spojitost v tomhle bodé
(konkrétné v posledni a predposledni rovnosti):

1) o)) =t 1)~ Fnlglro) _

TELO zoag x —
_ iy {®)9(@) = f(z0)g(2) + f(ao)g(w) — f(z0)g(x0) _
T—T( T — 0
o (@)~ Fe0))(e) + F(a0)ale)  glan) _
0 x— 0
= i (HEI0) ) 4 g 2 —st))
0 Tr—o T — X0
s PR o) i ) i 20 <

= f'(z0) - g(x0) + f(x0) - ¢'(x0)

4. Vzhledem k tomu, zZe funkce g ma v bodé z¢ vlastni derivaci, je v tomhle bodé spojita a
tedy existuje okoli bodu xg takové, Ze hodnota funkce g je v libovolném bodé tohoto okoli
nenulova, proto:

f(x)  f(xo) f(x)g(x0) — f(20)g()
(M) ~ i 9@ g(@o) 9(x)g(x0)

T—xQ T — X0 T—TQ r — X0

f(x)g(x0) = f(x0)g(wo0) + f(x0)g(x0) — f(x0)g(x)

= 9(2)9(x0) (@ — 20) -

((f(x) — f(z0))g(zo) = f(x0)(9(x) = g(0)) 1 )

T — T 9(55)9(1”0)
— lim U i V(@) = f(0))g(ao) = f(z0)(9(x) = g(x0)) _
T—x0 g(x)g(g;o) T—xQ T — T
_ b L@ @) e e i 98) —9(20)
= gy (i PO i g0) — i o) iy 200200
_ f'(=@o) -g(@o) — f(x0) - 9 (x0)
9° (o)

5. K dikazu zvysnych dvou vzorct vyuzijeme tzv. Carathéodoryho lemma:
Funkce f méa v bodé zq vlastni derivaci pravé tehdy, kdyz existuje néjaké okoli bodu xg
a na ném definovana funkce g, kterd je v tomto bodé spojita a takova, ze pro kazdé x z
tohoto okoli plati: f(z) — f(z0) = g(z)(z — x0) a jestlize takova funkce existuje, pak taky
plati: f'(z0) = g(zo).
Dikaz:
= Jestlize ma f vlastni derivaci v bodé xg je v tomhle bodé spojita a tedy existuje néjaké
okoli O(zg) bodu z(p na kterém je definovana. Proto muzeme definovat funkci g takhle:

f(z) = f(zo)
o) ={ o=
[ (x0), je-liz = z9

,jelix € O(zo) ~ {xo}

Takhle definovana funkce ma ziejmé pozadované vlastnosti a staci uz jen ovérit spojitost

v bodé zg:
lim g(z) = lim L) = /(20)

T—xQ T—xQ T — X0

= f'(x0) = g(x0)



a tedy g je spojita v bodé xg.

<: Jestlize takova funkce existuje, staci si ji vyjadrit a vypocitat jeji limitu v bodé zg. Ta
je rovna f’(zq) ale jelikoZ je g spojitd v zg je taky rovna g(zg), a proto ma f v bodé zg
vlastni derivaci.

Véta: Necht funkce u = g(z) mé vlastni derivaci v bodé zg a necht funkce y = f(u) ma
vlastni derivaci v bodé ug = g(zo). Pak slozend funkce y = f(g(z)) mé vlastni derivaci v

bodé zq a plati:
(f (9 (20))) = f'(g(x0)) - ¢ (w0)

Dukaz: Z existence vlastni derivace funkce f v bodé ug plyne existence funkce ¢ definované
na néjakém okoli O(up) a spojité v ug, spliujici:

f(u) = f(uo) = ¢(u)(u —uo), pro u € O(uo)

7 existence vlastni derivace funkce g v bodé zg plyne existence funkce ¢ definované na
néjakém okoli O(zg) a spojité v zg, splilujici:

g(x) — g(zg) = ¥ (z)(z — x0), pro x € O(xo)

Ze spojitosti funkce g v bodé g plyne existence okoli O1(xg) bodu zg takového, ze pro
vSechna z € O1(xo) plyne g(xz) € O(up). Polozme O*(xo) = O(zp) N O1(xp). Pro z €
O*(z0) plati:

(fog)(x) = (fog)(zo) = flg(x)) — flg(x0)) =
= ¢(9(2))(9(2) = g(20)) = #(9(2))¢(2)(z — 20)

Polozme & = ¢(g(z))y(z). Funkee £ je definovand na O*(zg) a na tomhle okoli plati:
(fog)(z)—(fog)(zo) =&(x)(x — zp). Funkce ¥ je spojitad v bodé zg, funkce g je spojitd
v bodé zo a funkce ¢ je spojitd v bodé ug = g(zp), a proto je £ taky spojitd v bodé zg.
Podle Carathéodoryho lemmatu tedy existuje (f o g)’(zo) a plati: (fog) (zo) = &(xo) =
o(g9(x0))(x0) = f'(g9(x0))g' (x0)-

. Podle Carathéodoryho lemmatu existuje funkce ¢ definovand na néjakém okoli O(yp) bodu
Y0, Spojitd v tomhle bodé a pro body z tohoto okoli spliujict: f(y) — f(vo) = @ (y)(y —yo)-
Polozme O*(yo) = O(yo) N I. Na intervalu O*(yg) je funkce f spojitd a ryze monoténni,
proto k ni existuje inverzn{ funkce definovana na f(O*(yp)), kterd je taky spojitd a ryze
monoténni a jelikoz je 29 = f(yo) vnitini bod tohoto intervalu, existuje okoli O(xp) bodu
xo takové, ze pro body z tohoto intervalu plati f~1(x) € O*(yo). Jelikoz pro y € O*(yo)
plati:

fy) = fyo) =)y —wo) (1)

pro z € O(zg) mizeme psat:
z w0 = o(f (@) (f (@) — f 7 (x0))

Protoze je f ryze monoténni, z rovnice (??) plyne ¢(y) # 0 proy # yo, tedy o(f~1(x)) # 0
pro x € O(zg) \ {x0}, takZe mizeme psat:

1
i@y )

Uvazme nyni piipad, Ze f'(yo) # 0. Oznaéme & = 1/p(f~1(x)) pro  # xo a &(z0) =
1/ f'(yo). Pak je funkce £ spojitd v bodé g, spliiuje podminky Carathéodoryho lemmatu,
a proto mé funkce f~! derivaci v bodé zg a plati:

FHx) = (o) =

1y B I 1
(f ) (xO) = f(l‘o) = f’(yo) = f/(f_l

3

(0))



Necht nyni plati f/(yo) = 0 a napiiklad f je klesajici (opacny pripad se provede analogicky).
Pak pro x # xg je ziejmé o(f~1(x)) < 0 a taky:
lim ¢(f~}(z)) = ¢(y0) = f'(y0) =0

T—T

a proto: ) .
) = (o) B
z1i>naclo T — X0 - a:ll}Hago (p(f*1 (x)) >




