Zakladni dukazové techniky

Protipriklad

e Protipriklad vyuzivame, abychom vyvratili tvrzeni. Tim Ze nalezneme protipriklad, tak
ukazeme, ze néjaké objekty splni predpoklady ale nesplni zavér a tedy dané tvrzeni nemuze
byt pravdivé.

e Tvrzeni z videa:
Véta. Jestlize x,y € N, pak 2z +y < 5.
Primy duakaz

e Pii dokazovani tvrzeni A = B timto zptusobem vzdy predpokldddme vse v A a snazime
odvodit B. To znamenad, Ze kromé vSech naSich znalosti které mame, mizeme jesté pred-
pokladat vyroky A a vyuzivat je pfi nasem dukazu.

e Tvrzeni z videa:
Véta. Jestlize x,y € N, pak 2z +y > 2.

Véta. Jestlize x,y € R,z > 0,y > 0. Jestlize x >y, pak x> > y°.

Neprimy dikaz

e Pii dokazovani tvrzeni A = B timto zplsobem vyuzivime obménénou implikaci, tedy
implikaci tvaru =B = —A. Tedy v tomto pfipadé predpokladame —B a z toho se sna-
zime odvodit = A. To znamend, ze kromé vSech nasich znalosti které mame, mizeme jesté
predpokladat vyroky —B a vyuzivat je pri nasem dukazu.

e Tvrzeni z videa:

s vo

Véta. Necht x je celé cislo. Jestlize je x° sudé, tak je x sudé.

Véta. Jestlize x,y,z € R,x > y. Jestlize zx < zy, pak z < 0.

Dikaz sporem

e Dikaz sporem implikace A = B funguje na tom principu, ze predpoklddame, ze zaveér
neplati a snazime se dojit k sporu (nedemu co jisté neni pravda).

e Vyhodou této metody je, Ze ziskdme dalsi ndstroj, ale ztratime cil (ten se zménil na spor).

o Tvrzeni z videa:

b
Véta. Necht a,b € R. Jestlize a < b, potom % < b.

2
Véta. Necht x € R,x # 4. Jestlize 1= 3 potom x = T7.

Video 2 (Dukaz sporem tvrzeni které neni v implikaci)

e Metodu sporem miZzeme vyuzit pii dokazovani tvrzeni tvaru —A. Budeme predpokladat
7e plati opak (-—A = A) a dojdeme k néjakému sporu bud s nédstroji a nebo s nécim co
zname.

o Tvrzeni z videa:



Véta. Dokazte, Ze V2 je iraciondlni c¢islo.

coz je to stejné jako

Véta. Dokazte, Ze /2 neni raciondlni ¢islo.

Diukaz matematickou indukci

e Pokud dokazujeme tvrzeni s pfirozenymi ¢isly, tedy ze pro vSechna n € IN plati néjaké
tvrzeni P(n), tak vyuzivime matematickou indukci kterd probihd takto:
1) dokézeme tvrzeni pro konkrétni nejmensi mozné n
2) Poté predpokldddme, zZe tvrzeni plati pro néjaké n = k prirozené a dokazeme, Ze plati
pron=k+1

e Pii diakazu tvrzeni pro n = k + 1 musime vyuzit onen predpoklad pro n = k. Tomuto se
rika indukéni krok
e Tvrzeni z videa:

n(n—+ 1).

Véta. Dokazte, Ze pro vSechna prirozend c¢isla n plati, zZe 1 +2+---+n = 5

Véta. Dokazte, Ze pro vsechna prirozend ¢isla n plati, Ze n? +n je délitelné dvéma.

Geometrické diukazy

o Tvrzeni z videa:

Véta. Méjme rovinng trojihelnik ABC' s dhly o, B,v. Dokazte, Ze o, 5,y = 180°.

Dikaz rozdéleny na pripady

e Pokud chceme a véfime zZe ndm to pomuze, muzeme si diukaz rozdélit na vice pripadu.
VsSechny pripady ovSsem musi dohromady dat pivodni zadani.

e Tvrzeni z videa:

Véta. Necht x € Z. Potom x* = 3k nebo x> = 3k + 1 pro néjaké k € Z.

Pokrocilé dukazové techniky

Dikaz tvrzeni s obecnym kvantifikdtorem

e Pokud chceme dokdzat tvrzeni typu Vo : P(z), musime P(z) ukdzat nehledé toho jaka hod-
nota x byla. Tedy musime na zacatku dikazu zdiraznit, ze x je libovolné. Poté provedeme
dikaz P(z) a nakonec fekneme, ze jelikoz x bylo libovolné, tak to plati pro vSechny.

e Tvrzeni z videa:

Véta. Necht A, B jsou mnoziny. Jestlize AUB = A, pak A C B.

Implikace v nastroji (jako predpoklad)

e Pokud méame jako nastroj implikaci A = B, tak pokud mize tvrdit ze A je pravdivé, tak
automaticky vime Ze i B je pravdivé. Pokud vSak nemuzeme tvrdit, ze A je pravdivé ale
mizeme tvrdit, ze =B je pravdivé, tak (z ekvivalentni) obménéné implikace plyne, Ze je
pravdivé i —A.



Tvrzeni z videa:

Véta. Necht A= (B = C) je pravdivy. Potom -C = (A = —B).

Dukaz tvrzeni s existenénim kvantifikdtorem

Kdyz dokazujeme véty s existencnim kvantifikdtorem, tak uz nemusime dokazovat néco pro
vSechna x, ale sta¢i najit alespon jedno x které nasi podminku splnuje.

Potom dikazy vétsinou zac¢inaji jako "Necht z m& hodnotu ..."a ukdzeme Ze tato hodnota
splinuje to co ma ve tvrzeni.

Abychom nasli takovou hodnotu, muzeme klidné hadat, zkouset, nebo napriklad resit rov-
nici a snazit se z ni vyjadrit danou hodnotu.

Tvrzeni z videa:

Véta. Dokazte, ZeVx >0y :y(y+1) = =.

Dikaz ekvivalence a konjunkce

Kdyz dokazujeme konjunkci, tedy vyrok tvaru A A B tak dokazujeme jednoduse kazdy z
vyroku zvlast.

KdyZ chceme dokazat tvrzeni A < B tak musime dokazat obé implikace A = B a B = A.
Tvrzeni z videa:

Véta. Necht n € IN. Dokazte Ze 6\n < (2|n A 3|n).

Dikaz existence pravé jednoho prvku

Pokud chceme dokézat, Ze existuje pravé jeden prvek spliiujici néjakou vlastnost P(z), tedy
nasim cilem je 3!z : P(z) tak musime dokézat dvé véci:

1) existenci: 3z : P(z)

2) unikdtnost: YyVz (P(y) A P(z) = y = 2)

Musime tedy dokazat, ze dany prvek existuje a ze je to jediny takovy prvek s danou
vlastnosti.

Tvrzeni z videa:

2
Véta. Dokazte pro kazdé redlné cislo x # 2 existuje pravé jedno c¢islo y takové, Ze _E =z
Y

Dalsi priklady které byly reseny
Dokazte:
Véta. Necht a,b € R. Potom a® + b> > 2ab.
Véta. Necht a,b € Z. Jestlize a je sudé a b je liché, pak a® —b = 2a + b2.

Véta. Necht A, B,C jsou mnoziny, A\B C C a x libovolné. Jestlize x € A\C, potom
r € B.



