Goniometrie a trigonometrie

Vzorce pro goniometrické funkce

Nyni si fekneme néco o velmi dilezitych vlastnostech a odvodime si také nékteré velmi dule-

Zité vzorce pro vypocty s goniometrickymi funkcemi.
sin?(z) + cos?(z) = 1
tg(z) - cotg(z) =1

sin(—z) = —sin(z)

cos(z) = cos(—x)

sin(2z) = 2sin(z) cos(z)

cos(2z) = cos?(x) — sin?(z)

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x —y) = sin(x) cos(y) — cos(z) sin(y)
cos(z — y) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)

sin(z) = cos (g — ac)
cos(z) = sin (g - :17)

sin(z) + sin(y) = 2sin (

5 )cos (:1:2y>
sin(z) —sin(y) = 2 cos ( _2|_ ) sin [ L= 5 y>
cos(z) + cos(y —2cos< TEy >c05 <x2y>

cos(e) — cos(y) = ~2in (“5 7 ) sin (257

an (3)| = 5
o (3)| = 5



Poznamka: Vsechny vzorce se také daji odvodit pomoci Eulerovy formule, my vsak pijdeme
nézornéjsi a méné slozitéjsi formou dukazu.

V prvni fadé si odvodime z obrazku nasledujici funkce souctu thli, ze kterych nam poté bude
vyplyvat par dalSich pozdéji uvedenych vzorcu:

sin(z +y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) (19)

cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) (20)

Diikaz. (19)
Ditikaz bude o trochu delsi, ovsem i pfesto ho zvlddneme, jelikoZ nepujde o tézké tvahy. Vse se
bude opirat o néasledujici obrdzek (bez Gijmy na obecnosti muzeme zvolit délku AF = 1):

F

a DD
A B C

V obrazku mame na sobé spojené dva thly « a (3, jejichz goniometricky soucet se ted pokusime
odvodit. V obrazku mame zobrazeny jesté jednou tihel a a to vpravo nahote. Jeho umisténi
vyplyva z toho, ze LAED = «, proto LDEF = 90° — a, proto nutné L EFD = «. Nyni si
provedeme nékolik ivah (je nutné znédt spojitost mezi goniometrickymi funkcemi a pravoihlym

trojihelnikem):
vime ze AF = 1. Potom jisté plati:
sin(B) = EF
cos(B) = AFE

FD .
cos(a) = Sn(8) = FD = cos(a)sin(p)

. _ EC o

sin(a) = cos(9) = EC = sin(a) cos(S3)
CE =BD

Nyni uz muzeme jisté fici, ze:
sin(a+ ) = BD + FD = sin(«a) cos(8) + cos(«) sin(f)

Diikaz. (20)
Nyni mutzeme pokracovat pro cosinus:

FD cos(a) sin(3) .
COS(Oé) = g—lE? = FE = W = Sln(ﬂ)
sin(a) = 5 DE = sin(a) sin(8)
cos(a) = % = AC = cos(a) cos(p)
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cos(a+ ) = AC — BC = cos(a) cos() — sin(a) sin() O

Obé predchozi rovnice mizeme modifikovat pro rozdil thli:

sin(z — y) = sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y) (21)
cos(z —y) = cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y) (22)

Dikaz. (21)

Plati ze:

sin(a — B) = sin(a + (—8)) = sin(a) cos(—3) + cos(a) sin(—p)

Kde s vyuzitim vzorct (3.1) a (3.2) obdrzime:

sin(a) cos(—3) + cos(a) sin(—f) = sin(a) cos(B) — cos(a) sin(3) O

Diikaz. (22)

Plati, Ze:

cos(a — ) = cos(a+ (—f)) = cos(a) cos(—f) + sin(a) sin(—73)

Kde s vyuzitim vzorct (3.1) a (3.2) obdrzime:

cos(a) cos(—83) — sin(a) sin(—fB) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3) O

Nyni si popiSme vlastnost obou funkci:

sin(—z) = —sin(z) (23)
cos(x) = cos(—x) (24)
Diikaz. (23)
Vyplyva piimo z vlastnosti funkce, Ze je licha. O
Diikaz. (24)
Vyplyva piimo z vlastnosti funkce, zZe je suda. O
Nyni dvé dulezité identity:
sin?(x) + cos?(z) = 1 (25)
tg(z).cotg(z) =1 (26)

Diikaz. (25)

Varianta A - Vyplyva pfimo z definice goniometrickych funkci v pravotihlém trojuhelniku a
Pythagorovy véty - viz video "Zakladni goniometrické vzorce'v tématu "Goniometrie a trigono-
metrie".

Varianta B - Vychédzime z toho ze cos(0) = cos(z + (—z))

cos(z + (—x)) = cos(z) cos(—x) — sin(z) sin(—=z)

cos(0) = cos?(x) + sin(z)

1 = cos?(z) + sin?(x) O

Diikaz. (26)
Plati, Ze:

tg(z).cotg(z) =




Nyni rovnice pro posun funkei:

sin(z) = cos (g — ) (27)
cos(z) = sin (g - x) (28)
Diikaz. (27)
Varianta A - Vyplyva pfimo z grafu obou funkci.
Varianta B - Podle souc¢tového vzorce plati:
cos (5 —x) = cos (§) cos(—x) — sin (§) sin(—z) = 0 — sin(—x) = sin(x) O
Diikaz. (28)
Varianta A - Vyplyva pfimo z grafu obou funkci.
Varianta B - Podle souc¢tového vzorce plati:
sin (5 — z) = sin (§) cos(—x) + cos (%) sin(—z) = cos(—x) + 0 = cos(z) O
Nyni rovnice pro dvojnasobek thlu, tedy:
sin(2x) = 2sin(x) cos(z) (29)
cos(2z) = cos?(z) — sin?(x) (30)
Diikaz. (29)
Plati ze:
sin(2a) = sin(a + a) = sin(a) cos(a) + cos(a) sin(a) = 2sin(a) cos(x) O
Diikaz. (30)
Plati, Ze:
cos(2a) = cos(a + ) = cos(a) cos(a) sin(a) sin(a) = cos?(a) — sin?(a) O
Nyni rovnice pro soucet a rozdil sinti a cosinu:
sin(z) + sin(y) = 2sin ( 5 ) cos ( 5 ) (31)
sin(z) —sin(y) = 2 cos ( ;— > sin <x 5 y) (32)
+

Jou 3

cos(z) — cos(y) = —2sin ( y) (‘”” . y) (34)

cos(z) + cos(y) = 2cos (

Dikaz. (31)

Necht z +y = a, x —y = 3, z ¢ehoz vyplyva x = QTW, Y= #, proto:

sin(z +y) +sin(z —y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y) = 2sin(z) cos(y)
Proto:

sin(a) 4 sin(B) = 2sin (a—;—ﬁ) cos (a;ﬁ) O
Diikaz. (32)
Obdobné jako v dikazu (31) O
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Dikaz. (33)

Obdobné jako v dikazu (31)

Diikaz. (34)
Obdobné jako v dukazu (31)

an (3)| - 5
s (3)| = 5

Diikaz. (35)
cos(x) = cos (2%) = cos? (g) — sin? (g) =1— 2sin? <g)

Z toho plyne:

sin? (g) _ l—cTos(w) = n (g) _ [1—cos(x)

Diikaz. (36)
Obdobné jako v predchozim ptipadé.



